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Reprezentace funkce na sféře

Reálnou funkci na sféře G(x) aproximujeme pomoćı lineárńı kombinace lineárně
nezávislých bázových funkćı Bi(x):

G(x) =
n∑
i=1

ciBi(x)

To nám přináš́ı určité výhody:

• potřebujeme si pamatovat jen váhy, neboli bázové koeficienty ci

• pro danou aproximaci funkce z nekonečnědimenzionálńıho prostoru si stač́ı
pamatovat jen konečně mnoho koeficient̊u

Volba bázových funkćı

Bázové funkce lze zvolit mnoha r̊uznými zp̊usoby, volba báze tedy vždy závisi
na použit́ı. Když už máme bázi, je potřeba naj́ıt koeficienty ci pro jednotlivé
bázové funkce tak, abychom co nejlépe aproximovali požadovanou funkci G(x).
Chceme tedy naj́ıt koeficienty ci, aby byla chyba aproximace minimálńı.

Chybu definujeme jako integrál z rozd́ılu požadované funkce a jej́ı aproxi-
mace:

EL2 =
∫
I

[G(x)−
∑
i

ciBi(x)]2

Jelikož chceme tuto chybu minimalizovat, zderivujeme funkci chyby. Źıskáme
soustavu lineárńıch rovnic. Tuto soustavu lze zapsat pomoćı matice, ve které
se vyskytuj́ı skalárńı součiny bázových funkćı, označ́ıme j́ı B. Tato matice je
nezávislá na aproximované funkci, ale je závislá na zvolené bázi. Vektor pravých
stran už na aproximované funkci závislý je.

Postup hledáńı keficient̊u

Nejprve zvoĺıme jakou bázi budeme použ́ıvat. Když máme již zvolenou bázi,
spoč́ıtáme matici B a k ńı inverzńı matici B−1. Pro danou funkci G potom
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spoč́ıtáme vektor pravých stran. Vektor koeficient̊u dostaneme jako součin mat-
ice B−1 a vektoru pravých stran:

c1
c2
...
cn

 = B−1


〈G|B1〉
〈G|B2〉

...
〈G|Bn〉


Takto spoč́ıtané koeficienty minimalizuj́ı chybu aproximace naš́ı funkce při

zvolené metrice.

Výhody ortonormálńı báze

Pokud máme ortonormálńı bázi, matice B se pak stane jednotkovou, což nám
výrazně zjednodušš́ı hledáńı koeficient̊u. Skalárńı součin naš́ı funkce s funkcemi
z báze odpov́ıdá projekci naš́ı funkce do prostoru báze. Jednotlivé koeficienty
pak udávaj́ı, jak moc se naše funkce G(x) podobá jednotlivým funkćım z báze
(č́ım je koeficient větš́ı, t́ım podobněǰśı si obě funkce jsou).

Daľśı nezanedbatelnou výhodou je, že při použit́ı ortonormálńı báze lze in-
tegrál ze součinu funkćı F (x) =

∑n
i=1 fiBi(x) a G(x) =

∑n
i=1 giBi(x) nahradit

skalárńım součinem koeficient̊u těchto funkćı v̊uči této bázi, jak popisuje tento
vzorec: ∫

S

F (x)G(x)dx =
n∑
i=1

figi

Toto je pro nás výhodné, jelikož zobrazovaćı rovnice má tvar integrálu součinu.

Sférické harmonické

Sférické harmonické jsou funkce definované na sféře, tedy na směrech v tř́ı-
rozměrném prostoru. Obecně jsou komplexńı, my se však omeźıme pouze na
jejich reálnou část. Jejich argument, neboli směr je možné definovat v r̊uzných
souřadných soustavách (např. polárńı, kartézská). My budeme použ́ıvat polárńı
souřadnou soustavu. Sférické harmonické jsou uzavřené v̊uči rotaci, respektive
lineárńı podprostor tvořený bázovými funkcemi sférických harmonických do
nějakého řadu je uzavřen na rotaci. Sférické harmonické lze zobrazovat dvěma
zp̊usoby:

• jako orbitaly

• jako barvu na povrchu koule

Je třeba si uvědomit že pro řád n sférické harmonické funkce je třeba si pama-
tovat n2 koeficient̊u.
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Indexováńı sférických harmocnických

Sférické harmonické se indexuj́ı dvěma indexy, nejčastěji l a m, kde l udává řád
sférické harmocnické funkce a má rozsah 〈0,∞). Oproti tomu index m udává
typ harmocnické funkce v rámci řádu a má rozsah 〈−l, l〉 pro daný řád l.

Často se však indexováńı zjednodušuje pouze na jeden index i, který odpov́ıdá
pořad́ı sférické harmonické funkce při procházeńı indexu l od 0 a pro každý řád
l indexu m od −l do l. Pro toto indexováńı plat́ı:

i = l(l + 1) +m

Aproximace funkce pomoćı sférických harmonických

Funkce na sféře, může být aproximována pomoćı sférických harmonických. Z
praktických d̊uvod̊u se použ́ıvá dvojitá suma pro indexy l a m, mı́sto jednoduché
sumy pro index i. Pro aproximovanou funkci při použ́ıt́ı polárńıch souřadnic
plat́ı:

G(θ, ϕ) =
n−1∑
l=0

m=l∑
m=−l

cl,mYl,m(θ, ϕ)

Bohužel pro složité funkce je nedostačuj́ıćı i řád 10, který odpov́ıdá 100
koeficient̊u sférických harmonických. Jak už jsme uvedli, sférické harmonické
tvoř́ı ortonormálńı bázi.

Výpočet koeficient̊u cl,m se provád́ı pomoćı integrace součinu aproximované
funkce s funkcemi bázickými přes celou sféru. Plat́ı pro ně vzorec:

cl,m =
∫ 2π

0

∫ π

0

G(θ, ϕ)Yl,m(θ, ϕ) sin θdθdϕ

Většinou se tyto koeficienty poč́ıtaj́ı pomoćı numerické integrace, např. po-
moćı Monte Carlo integrace.

Renderováńı v reálném čase - real-time rendering

Chceme v reálném čase zobrazovat scény s realistickým osvětleńım, st́ıny a
globálńım osvětleńım. Přičemž reálným časem je myšleno, spoč́ıtat výsledný
obrázek za zlomek sekundy. Bohužel pro současné algoritmy je to nemožné, je
potřeba provést př́ılǐs velké množstv́ı výpočt̊u během velmi krátkého časového
úseku. To se řeš́ı dvěma r̊uznými př́ıstupy.

• Prvńım je omezeńı požadavk̊u, např́ıklad osvětleńı přicházej́ıćı z nekonečna,
nezabýváńı se viditelnost́ı.

• Druhým je rozděleńı výpočtu na 2 části, předvýpočet a samotný výpočet
obrázku.
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Mapováńı prostřed́ı - Environment mapping

V tomto př́ıstupu se použije mnoho předpoklad̊u, např́ıklad, že světlo přicháźı
z nekonečna, neovlivňuje ho viditelnost, máme jen zrcadlové povrchy atd. Za
použit́ı těchto předpoklad̊u je pak rendering triviálńı.

Pokud však naše předpoklady omeźıme t́ım, že povoĺıme i difúzńı a lesklé
povrchy, začnou se objevovat komplikace. Pro Phong̊uv světelný model se do
výsledného směru ωo neodráž́ı jen světlo ze směru R, tedy zrcadlový odraz,
ale i nějaké světlo z okoĺı dle laloku BRDF. Při vyhledáváńı hodnoty v mapě
prostřed́ı se jako index použije vektor R.

To lze vyřešit tak, že se použitá mapa už předem rozmaže pomoćı filtru
vycházej́ıćıho z dané BRDF. I toto řešeńı má bohužel vady, pro každý expo-
nent je třeba mapu rozmazat jinak. Daľśım závažněǰśım problém ale je, že pro
každý pixel rozmazané mapy muśım nějak váženě zkombinovat polovinu pixel̊u
té mapy. Celá polovina je to proto, že BRDF je nenulová na jedné polovině
sféry. To ovšem znamená, že rozmazáváńı mapy je velmi náročné.

Pokud máme difúzńı povrch, rozmazává se jádrem, které odpov́ıdá Phono-
govu osvětlovaćımu modelu s exponentem rovným jedné. V tomto př́ıpadě se
narozd́ıl od phonga pro vyhladávańı v mapě prostřed́ı použije jako index normálový
vektor N (protože difúzńı osvětleńı je nezávislé na úhlu pohledu).

Odbočka o zvláštńım využit́ı difúzńı koule

Pokud je potřeba do filmu umı́stit nějakou umělou postavu tak, aby měla
správné osvětleńı, tak se při natáčeńı na mı́sto, kde bude ve filmu umělá postava
umı́st́ı difúzńı koule. Po nafilmováńı se pak nastavuj́ı světla v animačńım pro-
gramu pro difúzńı kouli tak, aby byl výsledek stejný jako ta nafilmovaná koule.
Takto nastavenými světly se pak osv́ıt́ı vkládaný model.

Mapováńı prostřed́ı pomoćı sférických harmonických

Mapu prostřed́ı budeme reprezentovat pomoćı sférických harmonických. Hodno-
ta iradiance je funkćı normály, lze ji tedy reprezentovat v̊uči bázi sférických har-
monických. Abych dostal koeficienty iradiance, stač́ı koeficienty mapy prostřed́ı
přenásobit konstantami Al.

Konstanty Al maj́ı malou hodnotu pro velká l. To znamená, že po vynásobeńı
touto konstantou uřežeme vysoké frekvence, což nám ale nevad́ı, jelikož chceme
zpracovat difuzńı povrch. Když vezmeme toto v potaz, tak nám stač́ı použ́ıt
pouze 9 koeficient̊u sférických harmonických pro reprezentaci mapy prostřed́ı.
Dá se ukázat, že pro difuzńı povrch je chyba výsledné radiance při 9 koeficientech
menš́ı než 3 procenta. To je d́ıky tomu, že difúzńı povrch funguje jako filtr, v
tomto př́ıpadě ńızkofrekvenčńı propust’.

Algoritmus

Algoritmus se skládá ze dvou část́ı, prvńı z nich je předvýpočet. Ten se provád́ı
při každé změně osvětleńı, v našem př́ıpadě při změně mapy prostřed́ı. Nejprve si
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najdeme projekci mapy prostřed́ı do prvńıch dev́ıti báźı sférických harmonických
a poté se tyto koeficienty přenásob́ı konstantou Al, č́ımž dostaneme koeficienty
iradiance jako funkce normály. Druhou část́ı je samotný výpočet, osvětleńı. Pro
kazdý pixel potřebujeme vyhodnotit iradianci pro danou normálu. Dı́ky tomu,
že sférické harmonické do koeficientu 9 jsou maximálně kvadratické funkce, lze
j́ı spoč́ıtat jen pomoćı maticového násobeńı a skalárńıho součinu.

Daľśı možné vylepšeńı

Chceme použ́ıt libovolnou BRDF, máme mapu prostřed́ı a stále nás nezaj́ımá
viditelnost vzhledem k této mapě. BRDF i mapu prostřed́ı reprezentujeme po-
moćı sférických harmonických. Toto má ale drobnou vadu, kterou je to, že BRDF
neńı funkce definovaná na sféře, protože má 2 parametry. Zafixujeme si tedy od-
choźı směr, č́ımž se nám z BRDF stane funkce definovaná na sféře. Odchoźı směr
si diskretizujeme a spoč́ıtáme si koeficienty BRDF pro daný směr v̊uči sférickým
harmonickým a tento vektor si ulož́ıme do textury. Pro každý odchoźı směr tedy
máme jeden vektor koeficient̊u.

Výpočet hodnoty pixelu

Integrál ze součinu mapy prostřed́ı a BRDF lze nahradit skalárńım součinem
vektor̊u koeficient̊u v̊uči bázi sférických harmonických. Je třeba si ovšem dávat
pozor, v̊uči kterému souřadnému systému máme definice. Je třeba souřadné
systémy zarovnat, to se provede pomoćı rotace sférických harmonických. Pro
provedeńı této operace se využije toho, že sférické harmonické jsou uzavřené na
rotaci.

Precomputed radiance transfer

Je to druhá cesta, jak rychle poč́ıtat osvětleńı. V tomto př́ıpadě nezmı́rňujeme
požadavky, chceme tedy komplexńı osvětleńı včetně st́ın̊u a globálńıho osvětleńı.
Ale i tak muśıme použ́ıt určité předpoklady, je nutné zafixovat geometrii, ma-
teriál a pro některé techniky také směr pohledu.

Př́ıkladem je Daytime relighting, kdy chceme mı́t scénu osvětlenou v r̊uzných
denńıch dobách. To se řeš́ı tak, že se vypoč́ıtá osvětleńı scény v předem určených
časových okamžicich a v ostatńıch př́ıpadech se osětleńı intepoluje z těchto
přepoč́ıtaných obrázk̊u.

Transport světla

Na EM se lze d́ıvat jako na vektor pixel̊u. Obdobně i na výsledek, např́ıklad
obrázek, se lze d́ıvat jako na vektor pixel̊u (v real-time grafice barev vrchol̊u).
Transport světla je lineárńı a lze ho tedy ho zapsat matićı. Označme ji M, je
to předpoč́ıtaná matice přenosu osvětleńı ve scéně. Lze do ńı zakódovat st́ıny,
globálńı osvětleńı a daľśı.
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Výpočet matice transportu světla M

Matici lze spoč́ıtat dvěma zp̊usoby:

• po sloupćıch — to znamená, že celý obrázek je osvětlený jen jedńım pix-
elem EM

• po řádćıch — to znamená, že jeden bod obrázku je osvětlený celou EM

Tento př́ıstup má ale problém s př́ılǐs velkou pracnost́ı, takováto matice by byla
obrovská a ani maticové násobeńı s ńı by nebylo upočitatelné, natož jej́ı výpočet.
Řeš́ı se r̊uznými zp̊usoby, jeńım z ńıch je SH-based PRT.

SH-based PRT

Je to předpoč́ıtaný přenos radiance, který využ́ıvá reprezentaci funkce na sféře
pomoćı sférických harmonických. Rozlǐsuj́ı se zde 2 pojmy:

• Source radiance, což je radiance samotné environment mapy.

• Transfered Incident radiance, což je radiance přicházej́ıćı do bodu, pokud
započ́ıtáváme st́ıny a odrazy. Pokud bychom st́ıny a odrazy zanedbali,
byla by stejná jako Source radiance.

Algortimus funguje tak, že si předpoč́ıtám vzhled objektu při osvětleńı jed-
notlivými bázemi SH. Pro skutečnou mapu prostřed́ı si zjist́ım jej́ı koeficienty
v̊uči zvolené bázi SH a výsledný obrázek spoč́ıtám váženou lineárńı kombinaci
předpoč́ıtaných vzhled̊u pro jednotlivé báze.

Zvoleńım vhodné báze pro reprezantaci osvětleńı jsme řádově zmenšili po-
třebnou dimenzi. Tento postup lze použ́ıt pro nasvětlováńı exteriéru při r̊uzných
světelných podmı́nkách (změny počaśı, změny denńı doby, atd.)

Light mapa je extrémńı př́ıpad PRT. Když se chci d́ıvat z r̊uzných úhl̊u,
budu si ukládat v́ıce hodonot, pro každou bázi SH jednu.
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