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Reprezentace funkce na sfére

Redlnou funkei na sféfe G(z) aproximujeme pomoci linedrni kombinace linedrné
nezévislych bazovych funkei B;(x):

G(x) = ZciBi(l“)

To nam pFindsi urcité vyhody:
e potiebujeme si pamatovat jen vahy, neboli bazové koeficienty c¢;

e pro danou aproximaci funkce z nekone¢nédimenzionalniho prostoru si staci
pamatovat jen konetné mnoho koeficientu

Volba bazovych funkci

Béazové funkce lze zvolit mnoha ruznymi zpusoby, volba béze tedy vzdy zavisi
na pouziti. Kdyz uz mame bézi, je potfeba najit koeficienty ¢; pro jednotlivé
bazové funkce tak, abychom co nejlépe aproximovali pozadovanou funkci G(x).
Chceme tedy najit koeficienty ¢;, aby byla chyba aproximace minimélni.
Chybu definujeme jako integrél z rozdilu pozadované funkce a jeji aproxi-

Bi, = [ 16 - Y e

Jelikoz chceme tuto chybu minimalizovat, zderivujeme funkci chyby. Ziskame
soustavu linearnich rovnic. Tuto soustavu lze zapsat pomoci matice, ve které
se vyskytuji skaldrni souciny bézovych funkci, ozna¢ime ji B. Tato matice je
nezavisld na aproximované funkci, ale je zavisla na zvolené béazi. Vektor pravych
stran uz na aproximované funkeci zavisly je.

Postup hledani keficientt

Nejprve zvolime jakou bazi budeme pouzivat. Kdyz mame jiz zvolenou bézi,
spocitdme matici B a k ni inverzni matici B~!'. Pro danou funkci G potom



spocitame vektor pravych stran. Vektor koeficientu dostaneme jako sou¢in mat-
ice B~! a vektoru pravych stran:

C1 <G|B1>
] - (G|B2)
. (G|B,)

Takto spocitané koeficienty minimalizuji chybu aproximace nasi funkce pii
zvolené metrice.

Vyhody ortonormalni baze

Pokud mame ortonormalni bazi, matice B se pak stane jednotkovou, coz nam
vyrazné zjednodussi hledani koeficientu. Skaldarni sou¢in nasi funkce s funkcemi
z baze odpovida projekci nasi funkce do prostoru baze. Jednotlivé koeficienty
pak udévaji, jak moc se nase funkce G(x) podobd jednotlivym funkcim z baze
(¢fm je koeficient vétsi, tim podobnéjsi si obé funkce jsou).

Dalsi nezanedbatelnou vyhodou je, ze pii pouziti ortonormélni béze lze in-
tegrél ze soucinu funkef F(z) = Y1 | fiBi(z) a G(z) = > ., g;Bi(x) nahradit
skalarnim soucinem koeficientu téchto funkei vudi této bézi, jak popisuje tento
vzorec:

/S F@)G@)de = fig

Toto je pro néas vyhodné, jelikoz zobrazovaci rovnice ma tvar integralu soucinu.

Sférické harmonické

Sférické harmonické jsou funkce definované na sfére, tedy na smérech v tii-
rozmérném prostoru. Obecné jsou komplexni, my se vSak omezime pouze na
jejich redlnou ¢ast. Jejich argument, neboli smér je mozné definovat v ruznych
soufadnych soustavdch (napf. poldrni, kartézskd). My budeme pouzivat poldrni
soufadnou soustavu. Sférické harmonické jsou uzaviené vuci rotaci, respektive
linearni podprostor tvoreny bazovymi funkcemi sférickych harmonickych do
néjakého fadu je uzavien na rotaci. Sférické harmonické lze zobrazovat dvéma
zpusoby:

e jako orbitaly
e jako barvu na povrchu koule

Je tfeba si uvédomit ze pro fad n sférické harmonické funkce je tfeba si pama-
tovat n? koeficientii.



Indexovani sférickych harmocnickych

Sférické harmonické se indexuji dvéma indexy, nejcastéji [ a m, kde [ udava rad
sférické harmocnické funkce a mé rozsah (0,00). Oproti tomu index m udéva
typ harmocnické funkce v rdmci fddu a ma rozsah (—I,1) pro dany tad .

Casto se viak indexovan{ zjednodusuje pouze na jeden index i, ktery odpovidé
poradi sférické harmonické funkce pti prochdzeni indexu [ od 0 a pro kazdy rad
[ indexu m od —I do [. Pro toto indexovani plati:

i=Il+1)+m

Aproximace funkce pomoci sférickych harmonickych

Funkce na sféfe, mize byt aproximovana pomoci sférickych harmonickych. Z
praktickych duvodu se pouzivé dvojitd suma pro indexy [ a m, misto jednoduché
sumy pro index i. Pro aproximovanou funkci pfi pouziti poldarnich soufadnic
plati:

n—1 m=l

G(G,QO) = Z Z Cl,m}/l,m(67<p)

=0 m=-—1

Bohuzel pro slozité funkce je nedostacujici i ¥ad 10, ktery odpovidd 100
koeficientu sférickych harmonickych. Jak uz jsme uvedli, sférické harmonické
tvori ortonormélni bézi.

Vypocet koeficientl ¢; ., se provadi pomoci integrace souc¢inu aproximované
funkce s funkcemi béazickymi pies celou sféru. Plati pro né vzorec:

27 T
Clom = / / G(0, )Y m (0, ¢)sinOdOdy
o Jo

Vétsinou se tyto koeficienty pocitaji pomoci numerické integrace, napi. po-
moci Monte Carlo integrace.

Renderovani v realném case - real-time rendering

Chceme v realném case zobrazovat scény s realistickym osvétlenim, stiny a
globalnim osvétlenim. Pficemz redlnym Casem je mysleno, spocitat vysledny
obrazek za zlomek sekundy. Bohuzel pro soucasné algoritmy je to nemozné, je
potieba provést prili§ velké mnozstvi vypoctu béhem velmi krétkého ¢asového
useku. To se fe$i dvéma ruznymi piistupy.

e Prvnim je omezeni pozadavku, napiiklad osvétleni pfichézejici z nekonecna,
nezabyvani se viditelnosti.

e Druhym je rozdéleni vypoctu na 2 ¢ésti, predvypocet a samotny vypocet
obrazku.



Mapovani prostiedi - Environment mapping

V tomto piistupu se pouZije mnoho pfedpokladi, napiiklad, ze svétlo prichézi
z nekonecna, neovliviiuje ho viditelnost, mame jen zrcadlové povrchy atd. Za
pouziti téchto predpokladi je pak rendering trivialni.

Pokud vSak nase predpoklady omezime tim, Ze povolime i diftizni a lesklé
povrchy, zactnou se objevovat komplikace. Pro Phonguv svételny model se do
vysledného sméru w, neodrdzi jen svétlo ze sméru R, tedy zrcadlovy odraz,
ale i néjaké svétlo z okoli dle laloku BRDF. Pii vyhledavani hodnoty v mapé
prostied{ se jako index pouzije vektor R.

To lze vyftesit tak, ze se pouzitd mapa uz predem rozmaze pomoci filtru
vychézejictho z dané BRDF'. I toto feSeni m& bohuzel vady, pro kazdy expo-
nent je tfeba mapu rozmazat jinak. Dalsim zavaznéjsim problém ale je, ze pro
kazdy pixel rozmazané mapy musim néjak vazené zkombinovat polovinu pixelu
té mapy. Cela polovina je to proto, ze BRDF je nenulovd na jedné poloviné
sféry. To ovSem znamenad, Ze rozmazavani mapy je velmi naroc¢né.

Pokud méame difizni povrch, rozmazava se jadrem, které odpovidd Phono-
govu osvétlovacimu modelu s exponentem rovnym jedné. V tomto pfipadé se
narozdil od phonga pro vyhladdvani v mapé prostiedi pouzije jako index normalovy
vektor N (protoze diftizni osvétlen{ je nezdvislé na hlu pohledu).

Odbocka o zvlastnim vyuziti diftizni koule

Pokud je potieba do filmu umistit néjakou umélou postavu tak, aby méla
spravné osvétleni, tak se pfi nataceni na misto, kde bude ve filmu umélé postava
umisti difizni koule. Po nafilmovani se pak nastavuji svétla v animaé¢nim pro-
gramu pro diftizni kouli tak, aby byl vysledek stejny jako ta nafilmovand koule.
Takto nastavenymi svétly se pak osviti vkladany model.

Mapovani prostiedi pomoci sférickych harmonickych

Mapu prostiedi budeme reprezentovat pomoci sférickych harmonickych. Hodno-
ta iradiance je funkci normély, 1ze ji tedy reprezentovat vuci bazi sférickych har-
monickych. Abych dostal koeficienty iradiance, sta¢i koeficienty mapy prostied{
prendsobit konstantami A;.

Konstanty A; maji malou hodnotu pro velka [. To znamenad, ze po vyndsobeni
touto konstantou urezeme vysoké frekvence, coz nam ale nevadi, jelikoz chceme
zpracovat difuzni povrch. Kdyz vezmeme toto v potaz, tak ndm staci pouzit
pouze 9 koeficientu sférickych harmonickych pro reprezentaci mapy prostiedi.
D4 se ukazat, ze pro difuzni povrch je chyba vysledné radiance pii 9 koeficientech
mensi nez 3 procenta. To je diky tomu, ze difdzni povrch funguje jako filtr, v
tomto pifpadé nizkofrekvenéni propust.

Algoritmus

Algoritmus se skldada ze dvou ¢asti, prvni z nich je predvypocet. Ten se provadi
pri kazdé zméné osvétleni, v nasem ptipadé pii zméné mapy prostiedi. Nejprve si



najdeme projekci mapy prostiedi do prvnich deviti bazi sférickych harmonickych
a poté se tyto koeficienty prendsobi konstantou A;, ¢imz dostaneme koeficienty
iradiance jako funkce normdly. Druhou ¢asti je samotny vypocet, osvétleni. Pro
kazdy pixel potifebujeme vyhodnotit iradianci pro danou normalu. Diky tomu,
ze sférické harmonické do koeficientu 9 jsou maximéalné kvadratické funkce, 1ze
ji spocitat jen pomoci maticového nasobeni a skalarniho soucinu.

Dalsi mozné vylepSeni

Chceme pouzit libovolnou BRDF, médme mapu prostiedi a stile nds nezajima
viditelnost vzhledem k této mapé. BRDF i mapu prostiedi reprezentujeme po-
moci sférickych harmonickych. Toto m4 ale drobnou vadu, kterou je to, ze BRDF
neni funkce definovana na sféfe, protoze m4 2 parametry. Zafixujeme si tedy od-
chozi smér, ¢imz se nam z BRDF stane funkce definovana na sféfe. Odchozi smér
si diskretizujeme a spocitdme si koeficienty BRDF pro dany smér vuci sférickym
harmonickym a tento vektor si ulozime do textury. Pro kazdy odchozi smér tedy
mame jeden vektor koeficientu.

Vypocet hodnoty pixelu

Integral ze souc¢inu mapy prostiedi a BRDF Ize nahradit skaldrnim soucinem
vektoru koeficientu vici bazi sférickych harmonickych. Je tfeba si oviem dévat
pozor, vuéi kterému souradnému systému méame definice. Je tieba soufadné
systémy zarovnat, to se provede pomoci rotace sférickych harmonickych. Pro
provedeni této operace se vyuZzije toho, ze sférické harmonické jsou uzaviené na
rotaci.

Precomputed radiance transfer

Je to druha cesta, jak rychle pocitat osvétleni. V tomto pripadé nezmirnujeme
pozadavky, chceme tedy komplexni osvétleni véetné stinu a globalniho osvétleni.
Ale i tak musime pouzit ur¢ité predpoklady, je nutné zafixovat geometrii, ma-
teridl a pro nékteré techniky také smeér pohledu.

Prikladem je Daytime relighting, kdy chceme mit scénu osvétlenou v ruznych
dennich dobéch. To se fesi tak, ze se vypocita osvétleni scény v predem urcenych
casovych okamzicich a v ostatnich pripadech se osétleni intepoluje z téchto
prepocitanych obrazki.

Transport svétla

Na EM se lze divat jako na vektor pixeli. Obdobné i na vysledek, napiiklad
obrazek, se lze divat jako na vektor pixelu (v real-time grafice barev vrcholu).
Transport svétla je linedrni a lze ho tedy ho zapsat matici. Oznac¢me ji M, je
to predpocitand matice pfenosu osvétleni ve scéné. Lze do ni zakédovat stiny,
globalni osvétleni a dalsi.



Vypocet matice transportu svétla M
Matici 1ze spoéitat dvéma zpusoby:

e po sloupcich — to znamena, ze cely obrazek je osvétleny jen jednim pix-
elem EM

e po fadcich — to znamen4, ze jeden bod obrazku je osvétleny celou EM

Tento piistup ma ale problém s ptili§ velkou pracnosti, takovato matice by byla
obrovskd a ani maticové ndsobeni s ni by nebylo upocitatelné, natoz jeji vypocet.
Resi se riznymi zpusoby, jenim z nich je SH-based PRT.

SH-based PRT

Je to predpocitany prenos radiance, ktery vyuziva reprezentaci funkce na sfére
pomoci sférickych harmonickych. Rozlisuji se zde 2 pojmy:

e Source radiance, coz je radiance samotné environment mapy.

e Transfered Incident radiance, coz je radiance prichazejici do bodu, pokud
zapocitavame stiny a odrazy. Pokud bychom stiny a odrazy zanedbali,
byla by stejné jako Source radiance.

Algortimus funguje tak, ze si pfedpocitam vzhled objektu pii osvétleni jed-
notlivymi bazemi SH. Pro skutetnou mapu prostiedi si zjistim jeji koeficienty
vuci zvolené bazi SH a vysledny obrazek spoc¢itam vézenou linearni kombinaci
predpocitanych vzhledl pro jednotlivé baze.

Zvolenim vhodné baze pro reprezantaci osvétleni jsme fadové zmensili po-
tfebnou dimenzi. Tento postup lze pouzit pro nasvétlovani exteriéru pii ruznych
svételnych podminkach (zmény pocasi, zmény denni doby, atd.)

Light mapa je extrémni ptipad PRT. Kdyz se chci divat z ruznych hlq,
budu si ukladat vice hodonot, pro kazdou bazi SH jednu.
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